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一、 前 言 

Brace 等人[1]曾指出地震是發生在斷層上之一種應力

反覆升降的不穩定滑動，因此種週期性不穩定滑動，產生

應力突然下降與能量釋放即所謂滯動(stick-slip)現象所造

成；而滯動也是試驗室在剪裂面受剪力滑動過程中，剪應

力瞬時降落繼而又上升的一種反覆升降現象。在造成滯動

的原因中，針對剪裂面摩擦性質而言，一派認為滯動係因

滑動面上凹凸不平的凸起物即節瘤(asperity)脆性斷裂所

造成，另一派則認為是在滑動過程中，因滑動面靜、動摩

擦性質改變所引起[2]，且應力升降多呈規則性上下震盪滯

動，然而目前尚無一致的定論[5]。由室內節理岩體模擬結

果之滯動現象發現[8,9]：斷層面引起規則性滯動現象中

靜、動摩擦性質之改變，可能受剪裂面內碎屑顆粒之相互

運動行為所控制，即當節理經歷相當的長位移後節瘤大多

被磨損成顆粒碎屑，其間殘餘的碎屑顆粒行為將是控制剪

裂面剪力強度行為的重要因子，而顆粒形狀則是影響剪力

強度中膨脹效應一重要素。而實際夾層顆粒之形狀係呈多

樣化，目前在顆粒力學中大多僅止於將顆粒視為圓形，甚

少擴展至其他顆粒形狀之情況。因此，本文將進一步以橢

圓形顆粒來模擬碎屑顆粒，以使顆粒形狀之模擬更真實，

研究中將藉由大小不等之規則橢圓顆粒相對運動的幾何

關係與力學關係，定性探討碎屑顆粒相互爬升滑動所引起

規則性的剪力升降滯動現象。 
 

二、 砂顆粒剪力行為之相關理論模式 

在土壤力學研究中常採用出砂土的剪力強度τ 與正

向應力 nσ 成正比關係，即 

τ σ φ= n tan                               (1) 

其中φ為砂粒間的摩擦角。一般砂土間之尖峰摩擦角效

應可分為五個分量[3]：(i)顆粒間滑動摩擦角；(ii)顆粒體

積膨脹效應；(iii)顆粒間重組效應；(iv)顆粒破碎效應；

(v)顆粒形狀效應等。其中以砂土顆粒間的滑動摩擦角對

剪力強度的貢獻是最基本的。對於顆粒之膨脹效應方

面，以Newland與Allely [4]以及Rowe [6,7]等學者的研究

最具成果。其它如顆粒重組效應、顆粒破碎效應，因其

影響砂土剪力強度的機制相當複雜，在本文模式中亦暫

不予探討。本文擬除了考慮顆粒的滑動摩擦、並依據顆

粒幾何形狀考慮剪動過程中之膨脹因子及其對剪力之

影響，探討於低應力下顆粒不被壓破環境中，夾層顆粒

相互滑動所引起的滯動現象。 
Rowe等人[6]曾依圖1兩個點接觸砂顆粒關係，推導

克服摩擦力而產生相互剪動水平向之尖峰剪力(S)，可由

下列三個分量組成(忽略顆粒自重)： 

)(tanV

S+S+S=S
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321

θ+φ⋅=
                           (2) 
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圖1. 點接觸顆粒剪力行為之能量推導模式(改繪自文獻
[6]) 

其中：S1為膨脹時抵抗外力V所產生外功的剪力分量；S 2

為膨脹時由於摩擦效應所產生額外內功的剪力分量；S 3 為

若試體受剪力作用不發生體積變化，由內摩擦效應作功所

需的剪力分量，V為鉛直外力， bφ 為兩顆粒間沿切線方向

滑動不考慮膨脹效應時材料之基本摩擦角(basic friction 
angle)，一般可令其等於殘餘摩擦角；θ稱為膨脹角(亦可

詳後圖4 標示)。又當顆粒間開始運動之瞬間，其對應的

膨脹率(ν& )定義如下： 

θ==ν tan
xd
yd

&                                (3) 

由圖1及式(2)的推導過程中，可知對於點接觸顆粒而

言，該模式之剪力強度與顆粒形狀無關，只與顆粒間的基

本摩擦角及顆粒膨脹角有關。式(2)祇能說明當顆粒間的膨

脹角保持不變時，使顆粒間產生相對運動時所需尖峰剪力

值。在顆粒錯動後，整個運動過程中隨顆粒形狀之變化膨

脹角持續發生改變後，式(2)便不再適用於描述顆粒相對運

動所需的剪力大小。而式(3)是表示錯動時一接觸點的膨脹

率，完整膨脹行為亦無法完全於該模式中獲得。 
 

三、橢圓顆粒相對剪動模式之建立 

1. 基本假設 

本文理論現階段為簡化分析，故假設(1)顆粒為橢圓

形狀(包含圓形特例)；(2)顆粒間為點接觸關係；(3)顆粒

在承受外加荷重時只有滑動機制，而不考慮其轉動現象

(部份沿用文獻[10]之假設)；(4)不考慮顆粒之重組、破

碎及變形效應；(5)忽略顆粒間其他填充物的分離阻隔情

況下，則可由顆粒間的基本摩擦角 bφ 及運動膨脹角

nd (詳後式(9)之定義)推導顆粒於剪動過程中的剪力行

為。 

 

2. 單一橢圓顆粒之幾何參數 
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  如圖 2 所示考慮一橢圓狀顆粒，假設橢圓長軸為 2a，
短軸為 2b，並定義橢圓中心 O 為座標原點，則橢圓曲線

上的任一點 P(x,y)必滿足橢圓方程式： 

2

2

2

2
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a
x

+  = 1                                   (4) 
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圖2. 橢圓顆粒之幾何參數 

 
根據式(4)可將與水平軸夾α角之任一接觸點 P的幾何座

標以三角函數表示為 

( )ψ⋅ψ⋅= sinb,cosaPP                          (5) 

其中ψ 稱為橢圓參數，且0 2≤ <ψ π ，其值與a、b及

α三者有關，參考圖2中的 ∆OPQ可得到下列的關係： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α=ψ − tan

b
atan 1                              (6) 

另一方面，橢圓顆粒可以長短軸比例a/b的不同來觀

察其形狀細扁之相異處，而最常被用來判斷橢圓形狀相

異程度的方式乃是利用離心率e來表示： 

22 ab1e −=                                 (7) 

其中 1e0 ≤≤ 。當橢圓離心率 e 值愈大時，表示 a>>b 顆粒

形狀愈扁平；當離心率 =e 0 時，表示 a = b 顆粒形狀為一

圓形；而當離心率 =e 1 時，表示為一直線或平滑面。因

此對於較細長扁平的顆粒，可以離心率 ≅e 1 來模擬之。

故本文擬利用橢圓長短軸(a 與 b)或離心率(e)之大小來模

擬夾層顆粒的形狀效果。 

3. 兩不同尺寸橢圓顆粒之相對幾何關係 

   根據上述橢圓參數之說明，可進一步地描述兩個形

成點接觸橢圓顆粒之相對幾何問題（見圖3），其中橢圓

顆粒C 1 的長軸為2 a 1 、短軸為2 b 1 (對應的離心率為

e 1 )；而橢圓顆粒C 2 的長軸為2 a 2 、短軸為2 b 2 (對應

的離心率為 e 2 )。若令橢圓顆粒C 2 中心點座標

C 2 =C 2 (0,0)為座標原點，同理可根據式(5)的三角函數

參數式將顆粒C 1與C 2 之任一接觸點P的座標表示為 

( )ψ⋅ψ⋅ sinb,cosaP=P 22                     (8) 
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圖3. 兩個橢圓顆粒之相對接觸幾何參數 
 

若橢圓顆粒C 1相對於顆粒C 2 祇在正y軸半平面作剪動

爬升運動，則橢圓參數ψ 值與橢圓C 2 的形狀有關，並

可以由式(6)知ψ 與橢圓顆粒C 2 長短軸的關係為 

ψ α= ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−tan tan1 2

2

a

b                        (9) 

此處α定義為兩顆橢圓顆粒接觸點 P 到橢圓顆粒 C 2 中心

點之連線與水平軸方向的夾角，稱為兩橢圓顆粒間相對的

爬升角，用以描述 C1爬昇到達的位置。而橢圓顆粒 C1中

心點座標可由圖 3 的幾何關係結合式(8)進一步得到： 

)sinsin,
coscos(

12

1211

βψ
βψ

⋅+⋅
⋅+⋅=

bb
baCC

                (10) 

其中β為顆粒C 1中心點及接觸點P之延伸連線與水平軸

方向的夾角，因其與切線正交，故本文暫稱之為正交爬

升角。其數值可由圖3中幾何關係，並沿用式(2)中Rowe
將通過兩橢圓顆粒接觸點P的切線與水平軸方向的夾角

定義為膨脹角θ，得知β與θ的關係滿足： 

β θ π+ = 2                               (11) 

故通過接觸點P( a b2 2cos , sinψ ψ )之切線斜率(m)可
參考式(3)定義整理後導得： 

( )
( ) ψ

ψ
ψ

βθ

cot
cos
sin

cottan

2

2

2

2

a
b

ad
bd

dx
dym

−=
⋅
⋅

=

−=−=
           (12) 

而由式(12)可進一步得到ψ 和β的關係為： 
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ψ β=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

−tan tan1 2

2

b
a                        (13) 

綜合上述式(9)、式(13)及式(11)可歸納得到爬升角

α、膨脹角θ、正交爬升角β與橢圓參數ψ 四者間相互

的關係如下： 

ψ α

ψ β

β θ π

= ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=
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⎪
⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

−

−

tan tan

tan tan

1 2

2

1 2

2

2

a

b
b

a

+                      (14) 

透過式(14)可以得知：參數α、θ、β及ψ 四者中若已知

其中任一變數，則其餘三個未知變數皆可由式(14)之關係

式求得，本文將此四個變數統稱為位置參數。故在已知兩

個橢圓顆粒於任一新的爬升角α時，可透過式(14)由式(8)

及式(10)分別得到接觸點 P 及顆粒 C1中心點新的移動位

置。在由幾何關係建立這些主要參考點的相對位置後，即

可分析橢圓顆粒 C1受一剪力作用後，與橢圓顆粒 C 2 所產

生的持續相對爬升剪動行為。 

4. 兩不同尺寸橢圓顆粒之剪動行為 

遵循上節推導的定義，若橢圓顆粒C 1受一剪力S作

用(見圖4)，其中心點相對於橢圓顆粒C 2 的中心點O由起

始爬升角 0α 位置(圖中虛線橢圓)開始作爬升運動，並移

至任意另一新的爬升角α的位置(其間相對假設C 2 不

動)；相對的橢圓顆粒C1中心由A點移至B點(假設O為座

標原點)，則根據式(10)可得到C1中心點分別位在A點和

B點時的座標為： 
 

)sinsin,
coscos(

0102

0102

βψ
βψ

⋅+⋅
⋅+⋅=

bb
baAA

             (15) 

)sinsin,
coscos(

12

12

βψ
βψ

⋅+⋅
⋅+⋅=

bb
baBB

               (16) 
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圖4. 橢圓顆粒C1相對於C 2 之爬升運動示意圖 

 
其中：對於已知的起始爬升角 0α 及任一爬升角α，均

可由式(14)關係式分別得到其他對應的 00,βψ 與ψ β,
參數值。 

再由式(15)及式(16)可計算得到C 1中心點相對於C 2

中心點O的水平剪位移量 x∆ 與垂直膨脹位移量 y∆ 分

別為： 
 

 

( ) ( )
( ) ( )

∆ x + +

+ +

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

a b a b

a b a b

2 1 2 0 1 0

2 0 1 0 2 1

cos cos cos cos

cos cos cos cos

ψ β ψ β

ψ β ψ β
(17) 

( ) ( )∆ y + += ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅b b b b2 1 2 0 1 0sin sin sin sinψ β ψ β
(18) 

故當橢圓顆粒C 1和C 2 因剪力作用而產生微量相對

運動時，式(3)之膨脹率可改寫如下： 

ntan
x
ytan d=

∆
∆

≈= θν&                       (19) 

在式(19)中稱 nd 為運動膨脹角( θ=nd )，其意義為橢圓

顆粒因剪動後，運動中持續之膨脹效應。故進一步將式

(17)與(18)代入式(19)後，可以得到橢圓顆粒在剪動過程

中的膨脹率為 
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)cosbcosa()cosbcosa(
)sinbsinb()sinbsinb(

dtan
120102

010212
n β⋅+ψ⋅−β⋅+ψ⋅

β⋅+ψ⋅−β⋅+ψ⋅
=                                          (20)

即橢圓顆粒的運動膨脹角 nd 為： 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

β⋅+ψ⋅−β⋅+ψ⋅

β⋅+ψ⋅−β⋅+ψ⋅
= −

)cosbcosa()cosbcosa(
)sinbsinb()sinbsinb(

tand
120102

0102121
n                                         (21) 

 
由上式的結果並透過式(14)之位置參數相對關係可

知：橢圓顆粒膨脹行為除了和起始爬升角 0α 及爬升後

相對的爬升角α等位置參數有關之外，亦和橢圓顆粒的

形狀參數a1、b 1，a 2 、b 2 有關。故當克服尖峰剪力後，

顆粒間開始產生持續的相對爬升運動，在不考慮顆粒在

剪動過程中所引起的破碎及重組效應與顆粒旋轉及擠

壓變形條件下，於此後持續的相對爬升過程中，作用於

橢圓顆粒的平均剪應力可表示如下： 

)d(tan nbns +φ⋅σ=τ                      (22) 

式中 nσ 為水平剪力面上之平均正向應力。進一步若

將式(21)運動膨脹角 nd 代入式(22)，並配合式(17)之對

應水平位移，則可得到兩顆形狀不等的橢圓顆粒之理論

剪應力-剪位移行為；同時，亦可由式(17)與式(18)中
∆ ∆x - y關係得知對應的膨脹行為。 

四、滯動行為之影響參數探討 

1. 下部顆粒對滯動曲線之影響 

在一系列顆粒重複爬升運動造成滯動之現象探討

中，本文模式乃假設下排顆粒C 2 為大小相等橢圓、緊

鄰規則排列且靜止不動(相對於上排顆粒)，而由上部顆

粒C1相對於下排顆粒作持續爬升運動。每當上部顆粒爬

過下排第一顆橢圓顆粒，而介於兩顆顆粒間時均有其對

應的起始爬升角 0α ，因下排顆粒大小相等且規則排

列，每個剪動循環中 0α 理應相等。但當上部橢圓顆粒

進入下排兩顆顆粒間，其可能滑落的方位將極為複雜而

難計算其接觸位置，故本文後續的探討將上部橢圓顆粒

以一等面積之相當圓形顆粒來表示，以便計算每個後續

剪動循環的平均起始爬升角。 
 

(1) 顆粒形狀之影響： 
圖5(a)(b)係取簡化上部顆粒C 1為長短軸等於1cm之

圓形顆粒，及下部顆粒C 2 為橢圓形且其長軸等於1cm、

但短軸長度(或離心率e)並不同為例，在正向應力為0.8 
MPa作用(假設尚不足以壓碎顆粒)下，所得到的規則性

剪力滯動曲線與膨脹曲線(其中基本摩擦角取 bφ =31

度)。由圖5(a)中比較可知：下部顆粒C 2 形狀愈扁平(如

2e =0.99)其剪力強度愈小、剪應力下降量越小且剪力曲

線之滯動現象愈平緩(圖中為顯示經歷三個顆粒的剪動

滯動過程)，垂直膨脹量 y∆ 亦愈小(參圖5(b)所示)，每

一個剪應力滯動循環之剪位移正好等於下部顆粒C 2 之

長軸長度(1cm)。 
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圖5(a). 離心率 2e 與剪力滯動曲線的關係( 1e =1) 
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圖5(b). 離心率 e2 與膨脹曲線的關係(僅取一循環) 
 

(2) 顆粒大小之影響： 
圖6(a)(b)則取上部圓形顆粒C 1 長短軸仍是等於

1cm、及下部顆粒C 2 亦為圓形但長軸長度2 a2 大小不同

為例，在正向應力為0.8 MPa作用下所得到的剪力滯動曲

線與 ∆ ∆x - y膨脹曲線。由圖中比較可知：下部顆粒

C 2 愈大( a 2 愈大)時，每一剪動循環之剪力強度愈高，
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剪應力滯動下降量越大、剪力曲線之滯動現象愈明顯；

且其水平剪位移量及垂直膨脹位移量均愈大。而綜合圖

5(a)及圖6(a)可觀察得知：每一剪應力滯動循環中之剪位

移量即為下部顆粒C 2 之粒徑大小。意謂在低應力環境

下，顆粒間之剪動位移量可用以反應顆粒之粒徑大小。 
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圖6(a). 長軸a2 與剪力滯動曲線的關係 
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圖6(b). 長軸a2 與膨脹曲線的關係(僅取一循環) 

 

2. 接觸位置對剪力強度之影響 

兩橢圓顆粒之起始相對接觸位置(以平均起始爬升角

0α 表示)，將直接影響其開始滑動時之剪力強度。經公式

(22)計算可得到圖7之分析結果：若顆粒間的起始爬升角

0α 愈高，錯動所須克服的尖峰剪應力值( Pτ )反而愈小，

即兩者越容易產生相對剪動；而在相同的起始爬升角條件

下，若所受正向應力( nσ )較大，則所需尖峰剪應力值亦愈

高。 

 

3. 接觸位置對剪應力下降量之影響 

由圖8所示之分析結果則可知：在相同的起始接觸爬

升角 0α 下，受正向應力( nσ )愈大則造成的剪應力下降

量 τ∆ 愈高；而顆粒間的起始爬升角 0α 愈高，其剪應力

下降量 τ∆ 愈小且受不同 nσ 之影響較不明顯。顯示顆粒

間因剪動造成滯動現象中剪應力下降量，除了一般所瞭

解的與 nσ 有關外，亦與顆粒的起始相對位置有關。 
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圖7. 起始爬升角 0α 與尖峰剪力之關係 
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圖8. 起始爬升角 0α 與剪應力下降量之關係 
 

4. 顆粒相對大小對膨脹角 dn之影響 

圖9(a)及9(b)之分析結果則為分別取C 2 之離心率 e2
為0(圓形顆粒)及0.9(橢圓形顆粒)時，透過式(21)之計算

可探討顆粒C 1 與C 2 大小之差異(此處以長軸比 a a1 2

表示)，對運動膨脹角 nd 效應的影響關係。其中為計算

不同大小橢圓顆粒之起始接觸位置，此處仍以等面積方

法將上部顆粒以一圓形替代之，故(b)例上部顆粒C1實際

仍為半徑 11ba 圓形顆粒。由圖中比較結果得知：顆粒

在剪動過程中，上下排顆粒之大小差異愈大(即a a1 2 比

值愈大)時，膨脹效應 nd 愈不明顯，意謂上部大顆粒相

對的無法充分‘感覺’反應出下部顆粒之形狀或剪動面凹
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凸程度。而綜合比較圖9(a)(b)兩者亦可得知：扁長形橢

圓顆粒(如 2e =0.9)之膨脹效應比圓形顆粒(如 2e =0)小。 
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圖9(a).下部圓形顆粒( 0e2 = )與 nd 的關係 
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圖9(b). 下部扁平顆粒( 0.9e2 = )與 nd 的關係 

 

五、結  論 

本研究以橢圓顆粒間相對滑動關係來模擬碎屑顆粒

的剪力及膨脹行為，探討碎屑顆粒所引起的剪應力-剪位

移滯動行為。綜合本文顆粒剪動模式分析可獲致下列幾

點定性結論： 

1.在低正向應力下，本文建立之顆粒剪動模式可解釋

顆粒間的相互爬升運動是造成規則性剪力滯動現

象的因素之一。而剪應力下降量主要決定於剪動爬

升過程中運動膨脹角的變化，且運動膨脹角與上下

排顆粒形狀、相對起始位置等參數有關。 
2. 下層碎屑顆粒粒徑愈大，剪應力與位移滯動曲線中

之剪應力下降量愈大，其滯動現象愈明顯。但上下

排顆粒長軸比值愈懸殊，運動膨脹角變化愈不明

顯，且其尖峰剪力強度及剪應力下降量愈小。 
3. 在較長剪位移(且正向應力不致壓碎顆粒情況)
下，滯動現象可能由顆粒行為所控制，每個滯動循

環的剪位移量與其所爬越之顆粒大小有關。 

本文分析之定性結論係基於一些簡化的假設限制所

獲得，使橢圓顆粒間相對剪動行為得以初步被瞭解，然

而例如橢圓顆粒本身在錯動過程中不發生旋轉或破碎

重組作用等問題，誠是後續必須進一步研究的課題。 
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